
密码学报 ISSN 2095-7025 CN 10-1195/TN
Journal of Cryptologic Research, 2021, 8(4): 560–571
©《密码学报》编辑部版权所有.

E-mail: jcr@cacrnet.org.cn
http://www.jcr.cacrnet.org.cn

Tel/Fax: +86-10-82789618

一类长度为 2p2 的二元序列的 2-Adic 复杂度研究*

柯品惠1,2, 卢栎羽1, 陈智雄3

1. 福建师范大学 数学与统计学院, 福州 350117
2. 福建省应用数学中心 (福建师范大学), 福州 350117
3. 莆田学院 应用数学福建省高校重点实验室, 莆田 351100

通信作者: 陈智雄, E-mail: ptczx@126.com

摘 要: 伪随机序列的 2-adic 复杂度表示带进位反馈移位寄存器生成该序列的最短级数, 它表明了该序
列抵抗有理逼近攻击的能力. 基于 Xiong 等人给出的研究方法, 分析了一类长度为 2p2 的广义割圆序列

的 2-adic 复杂度. 利用中国剩余定理和 Zp 上的 “高斯周期” 得到了 Z2p2 上的 “高斯周期”. 证明了上述
序列的 2-adic 复杂度在许多情况下可以达到最大值.
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Abstract: The 2-adic complexity of a sequence, which indicates the ability of the sequence to resist
the rational approximation attack, is defined to be the shortest length of feedback-with-carry shift
registers that can generate the sequence. By using a method introduced by Xiong et al., the 2-adic
complexity of a class of generalized cyclotomic sequences of length 2p2 is analyzed. Based on that,
the “Gauss periods” over Z2p2 can be computed by using the Chinese Reminder Theorem and the
well known “Gauss periods” over Zp. It is proved that in many cases, the 2-adic complexity of the
aforementioned sequences reaches the maximum value.
Key words: pseudo-random sequences; 2-adic complexity; Gauss periods

* 基金项目:国家自然科学基金 (61772292, 61772476); 福建省自然科学基金 (2019J01273, 2020J01905)
Foundation: National Natural Science Foundation of China (61772292, 61772476); Natural Science Foundation of

Fujian Province (2019J01273, 2020J01905)
收稿日期: 2020-09-08 定稿日期: 2021-03-18



柯品惠 等: 一类长度为 2p2 的二元序列的 2-Adic 复杂度研究 561

1 引言

伪随机序列在通信和密码学等领域具有广泛的应用 [1]. 理论上, 每个二元序列都可以由线性反馈移
位寄存器 (LFSR) 或带进位反馈移位寄存器 (FSCR) 产生. Berlekam-Massey 算法 (BMA) [2] 和有理逼

近算法 (RAA) [3] 是目前较为有效的两种攻击算法, 如果已知一定长度的二元序列, 那么可利用上述两种
算法来恢复完整的二元序列. 线性复杂度和 2-adic 复杂度是抵御 BMA 和 RAA 攻击的两个重要安全准
则. 由 BMA 和 RAA 攻击方式可知, 序列的线性复杂度和 2-adic 复杂度都不应小于该序列周期的一半.
目前, 许多分圆序列和广义分圆序列已被证明具有较高的线性复杂度 [4–7]. 然而, 对于序列的 2-adic 复杂
度, 仅有少数几类序列的 2-adic 复杂度是已知的. 因此, 分析已有序列的 2-adic 复杂度以及设计具有高
2-adic 复杂度的伪随机序列成为近年研究的热点.
迄今为止, 计算二元序列的 2-adic 复杂度主要有三种方法. 第一种方法是 Xiong 等 [8] 提出的计算

序列的循环矩阵的行列式和两个整数的最大公约数. 在文献 [8] 中, Xiong 等证明了所有具有理想自相关
值的序列都具有最大的 2-adic 复杂度. 之后, Xiao 等 [9] 利用相同的方法证明了两类广义分圆二元序列

的 2-adic 复杂度可达到最大值. 第二种方法是 Hu [10] 提出的利用序列的自相关分布来分析二元序列的

2-adic 复杂度. 基于文献 [10] 的研究方法, Sun 等分别给出了文献 [11] 和文献 [12] 中两类二元序列的
2-adic 复杂度的下界, 并且得到了文献 [13] 中 Ding-Helleseth-Lam 序列的 2-adic 复杂度的上下界. 最近,
Hofer 和 Winterhof [14] 用文献 [10] 的方法证明了二素数生成器 (two-prime generater) 的 2-adic 复杂度
接近于它的周期. 最后一种方法是直接计算序列的 2-adic 复杂度. 例如, Zhang 等 [15] 利用有限域 Fq 和

Z2N−1 上的 “高斯周期”和 “二次高斯和”确定了 Ding-Helleseth-Martinsen序列的 2-adic复杂度. Yang
等 [16] 推广了文献 [13] 中给出的结果, 并确定了一类二元序列的 2-adic 复杂度的精确值.
最近, Zhang 等 [17] 构造了一类长度为 2p2 的二元广义分圆序列, 证明了此类二元序列具有较大的线

性复杂度. 基于文献 [8] 给出的方法, 本文研究了此类二元广义分圆序列的 2-adic 复杂度. 我们证明了此
类序列的 2-adic 复杂度不小于其周期的一半, 并且该序列的 2-adic 复杂度在一些情形下也可以达到最大
值.
本文其余部分组织如下. 第 2节, 给出本文所需要的相关概念与知识, 以及一些必要的结果. 第 3节,

首先, 利用中国剩余定理和 Zp 上的 “高斯周期” 得到了 Z2p2 上的 “高斯周期”; 然后, 证明了一类长度为
2p2 的二元序列的 2-adic 复杂度在一些情形下可以达到最大值. 第 4节对本文工作进行总结.

2 基础知识

令 p 为奇素数. 设 2 为模 p2 的本原根, 当 k ≥ 1 时, 则 2 也是模 pk 的本原根 [18]. 由于 2 + pk 为奇

数, 则 2 + pk 为模 2pk 的本原根 [19]. 设 g = 2 + p2, 则 g 是模 p, 2p, p2 和 2p2 的公共本原根.
定义

D
(pj)
0 = ⟨g2⟩ mod pj ,

D
(2pj)
0 = ⟨g2⟩ mod 2pj ,

D
(pj)
1 = gD

(pj)
0 mod pj ,

D
(2pj)
1 = gD

(2pj)
0 mod 2pj .

这里 j = 1, 2, D(n)
0 和 D

(n)
1 分别定义为与 n 相关的二阶广义分圆类. Z∗

n 表示与 n 互素的剩余类集,
则有

Z∗
2pj = D

(2pj)
0 ∪D

(2pj)
1 , Z∗

pj = D
(pj)
0 ∪D

(pj)
1 ,

和

Z2p2 =
1∪

k=0

2∪
j=1

(p2−jD
(2pj)
k ∪ 2p2−jD

(pj)
k ) ∪ {0, p2}.
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定义

C0 = D
(2p2)
0 ∪ 2D

(p2)
0 ∪ pD

(2p)
0 ∪ 2pD

(p)
0 ∪ {p2},

和

C1 = D
(2p2)
1 ∪ 2D

(p2)
1 ∪ pD

(2p)
1 ∪ 2pD

(p)
1 ∪ {0},

则 C0 ∪C1 = Z2p2 , C0 ∩C1 = ∅, 这里 ∅ 表示空集. Zhang [17] 等研究了一类长度为 2p2 的二阶广义分圆

序列 {si}:

si =

{
1, 若 i mod 2p2 ∈ C1;

0, 若 i mod 2p2 ∈ C0.
(1)

下面介绍一些重要的引理, 本文主要结果的证明将会多次用到它们.
引理 1 设 t ∈ D

(n)
k , 则对于任意的 k, i ∈ Z2, 有 tD

(n)
i = D

(n)
i+k.

引理 2 2 ∈ D
(p2)
i 当且仅当 2 ∈ D

(p)
i , 这里 i = 0, 1. 此外, 2 ∈ D

(p)
0 当且仅当 p ≡ ±1 mod 8,

2 ∈ D
(p)
1 当且仅当 p ≡ ±3 mod 8.
引理 3 设 D

(n)
0 为 Z∗

n 上的子群, 且 |D(n)
0 | = ϕ(n)

2
, 这里 ϕ(·) 为欧拉函数. 此外, D(n)

0 和 D
(n)
1 形成

Z∗
n 的一个划分.
引理 4 设 d > 1 为正整数, 且 d|n, 则 g ∈ D

(n)
1 且 g mod d ∈ D

(d)
1 .

上述引理 1–4的证明, 请参见文献 [20].
引理 5 令 p 为奇素数, 则有 gcd(p, 2p2 − 1) = 1.

证明: 由费马小定理, 可得 2p ≡ 2 mod p. 于是, 有 2p
2

≡ (2p)p ≡ 2p ≡ 2 mod p, 即 2p
2

− 1 ≡
1 mod p. 所以 gcd(p, 2p2 − 1) = 1.

引理 6 (i) 令 p 为奇素数, 则有 gcd(p − 1, 2p
2

− 1) = 1; (ii) 令 p 为奇素数且 p ̸≡ 1 mod 3, 则有
gcd(p− 1, 2p

2

+ 1) = 1.

证明: (i) 设 r 为 2p
2

− 1 的素因子, ordr2 为 2 模 r 的乘法阶, 则有 2p
2

≡ 1 mod r 和 ordr2|p2. 又
p 为奇素数且 ordr2 ≠ 1. 因此, ordr2 = p 或 ordr2 = p2. 此外, 因为 r 为素数, 故 ordr2|(r − 1). 于是,
r − 1 是 p 的偶数倍, 2p2 − 1 的每个因子必须具有 2kp+ 1 的形式. 因此, gcd(p− 1, 2p

2

− 1) = 1.
(ii) 设 r 为 2p

2

+1 的素因子, 有 2p
2

≡ −1 mod r, 则 22p
2

≡ 1 mod r. 令 ordr2 为 2 模 r 的乘法阶,
由于 2p

2

≡ −1 mod r, 则 ordr2 = 2, 2p 或 ordr2 = 2p2. 若 ordr2 = 2, 则 r = 3. 由假设可知, r = 3 不

可能为 p− 1 的一个因子. 对于剩余的 ordr2 = 2p 或 2p2 的情形, 正如我们在 (i) 中所述, 可以类似证明
r 不可能是 p− 1 的因子.

引理 7 设 p > 3 为奇素数,

(i) 若 p ≡ −3 mod 8 且 p ̸≡ 5 mod 24, 或者 p ≡ 3 mod 8, 则 gcd(p2 + p+ 1, 2p
2

− 1) = 1;
(ii) 若 p ≡ ±3 mod 8, 则 gcd(p2 + p+ 1, 2p

2

+ 1) = 1 or 3.

证明: (i) 证明的前半部分类似于文献 [9] 中的引理 9, 这里讨论了 p ≡ ±1 mod 4 的情形. 但是, 这
两个证明的后半部分是有区别的, 为此我们提供了较为完整的证明. 由引理 4的证明可知, 对于一些正整
数 k, 2p2 − 1 的每个素因子必须具有 2kp+ 1 的形式. 如果 2kp+ 1 也是 p2 + p+ 1 的素因子, 那么存在
一个正整数 s 使得 p2 + p+ 1 = s(2kp+ 1). 记 p2 + p+ 1 ≡ 1 mod p 和 2kp+ 1 ≡ 1 mod p. 所以, 可得
s ≡ 1 mod p 和 s = p2+p+1

2kp+1
< p+ 1. 因此, s = 1 和 gcd(p2 + p+ 1, 2p

2

− 1) = 1 或 p2 + p+ 1.
假设 r = p2 + p + 1 是 2p

2

− 1 的一个素因子. 那么, 2p
2

≡ 1 mod r. 若 p ≡ 3 mod 8, 则
r = p2 + p + 1 ≡ 5 mod 8, 进而 2 是模 r 的非二次剩余, 即勒让德符号 (二次特征) 为 ( 2

r
) = −1. 因此,

( 2
p2

r
) = −1, 这与假设 2p

2

≡ 1 mod r 相矛盾. 于是, 有 gcd(p2 + p+ 1, 2p
2

− 1) = 1. 若 p ≡ −3 mod 8,
则 p 为大于 3 的素数, 这表明 p ̸≡ 0 mod 3. 若 p ≡ 1 mod 3, 则素数 r = p2 + p+ 1 ≡ 0 mod 3, 这显然



柯品惠 等: 一类长度为 2p2 的二元序列的 2-Adic 复杂度研究 563

是不成立的. 上述分析表明了 p ≡ 2 mod 3. 因此, 由中国剩余定理 p ≡ 5 mod 24, 这与 p ̸≡ 5 mod 24 相

矛盾. 于是, 假设 r = p2 + p+1 是 2p
2

− 1 的一个素因子是不成立的. 所以, gcd(p2 + p+1, 2p
2

+1) = 1.
(ii) 令 r 为 2p

2

+ 1 的一个素因子, 由引理 6的证明, 有 ordr2 = 2, 2p 或 2p2. 如果 ordr2 = 2, 那么
r = 3. 对其余两种情形, 由于 r − 1 是 p 的偶数倍, 意味着 2p

2

+ 1 的每个因子必须具有 2kp+ 1 的形式.
类似 (i) 的证明, 可得 gcd(p2 + p+ 1, 2p

2

− 1) = 1, 3 或 p2 + p+ 1.
假设 r = p2 + p + 1 是 2p

2

+ 1 的一个素因子, 那么 2p
2

≡ −1 mod r. 若 p ≡ 3 mod 8, 则
r = p2 + p + 1 ≡ 5 mod 8, 那么 2 是模 r 的非二次剩余, 即勒让德符号 (二次特征) 为 ( 2

r
) = −1. 因

此, ( 2
p2

r
) = −1. 然而, 由 r = p2 + p + 1 ≡ 1 mod 4, −1 是模 r 的二次剩余, 这表明 (−1

r
) = 1. 这与

2p
2

≡ −1 mod r 矛盾. 如果 p ≡ −3 mod 8, 那么 r = p2 + p + 1 ≡ 7 mod 8, 进而 2 是模 r 的非二次剩

余, 即勒让德符号 (二次特征) 为 ( 2
r
) = 1. 因此, ( 2p

2

r
) = 1. 然而, r = p2 + p+ 1 ≡ 3 mod 4, −1 是模 r

的二次剩余, 因此 (−1
r
) = 1. 这与 2p

2

≡ −1 mod r 矛盾.

注 1 借助计算机,可以验证对不超过 105 的所有素数 p,引理 7都是成立的. 具体地,对于所有素数 p,
1 < p ≤ 105,除 p = 5和 p = 7253外,都有 gcd(p2+p+1, 2p

2

−1) = 1. 在这两种情形下,当 p ≡ 5 mod 24

时, gcd(p2 + p+ 1, 2p
2

− 1) = 31 和 52 613 263, 以及当 p ≡ ±3 mod 8 时, gcd(p2 + p+ 1, 2p
2

+ 1) = 1

或 3 总是成立的.

3 主要结果

本节我们将首先回顾二元序列的 2-adic 复杂度的有关概念. 然后, 利用中国剩余定理 (Chinese Re-
minder Theorem, CRT) 和 Zp 上的 “高斯周期” 得到了 Z2p2 上的 “高斯周期”. 作为本文的主要结果, 我
们将基于文献 [8] 提出的计算方法分析式(1)中定义的序列的 2-adic 复杂度.

令 N 为正整数, ZN 为模 N 的剩余类环. 设 s = (s0, s1, · · · , sN−1) 是周期为 N 的二元序列. 定义
S(x) =

∑N−1
i=0 six

i ∈ Z[x], 设
S(2)

2N − 1
=

∑N−1
i=0 si2

i

2N − 1
=

e

f
,

这里 0 ≤ e ≤ f , gcd(e, f) = 1. 于是, 整数 ⌊log2 f⌋ 称为序列 s 的 2-adic 复杂度, 记作 ϕ2(s), 即

ϕ2(s) =

⌊
log2

2N − 1

gcd(2N − 1, S(2))

⌋
,

这里 ⌊z⌋ 表示大于或等于 z 的最小正整数. 在流密码中, 二元序列可以用作密钥流生成器, 而为了抵抗
RAA 攻击, 该序列的 2-adic 复杂度应不小于其周期的一半 [3].
由 2-adic 复杂度的定义可知, 确定 gcd(2N − 1, S(2)) 是得到序列 2-adic 复杂度的关键步骤. 在给

定的条件下, Xiong 等 [8] 证明了该问题可以转化为计算给定序列相关的循环矩阵 A 的行列式, 并确定
gcd(det(A), 2N − 1).
引理 8 [8] 设 s 是周期为 N 的二元序列, A = (ak,j)N×N 是 Z 上的矩阵, 其中 ak,j = s(k−j) mod N .

若 det(A) ̸= 0, 则存在 u(x), v(x) ∈ Z[x] 使得

u(2)S(2) + v(2)(1− 2N ) = det(A).

由引理 8, gcd(S(2), 2N −1)是 gcd(det(A), 2N −1)的一个因子. 特别地,若 gcd(det(A), 2N −1) = 1,
则 gcd(S(2), 2N − 1) = 1. 此时序列 s 的 2-adic 复杂度达到最大值 log2(2

N − 1).
引理 9 [8] 设 s 是周期为 N 的二元序列, A = (ak,j)N×N 是 Z 上的矩阵, 其中 ak,j = s(k−j) mod N ,

则

det(A) =

N−1∏
j=0

S(ωj
N ),
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这里 ωN = exp(2πi/N) 为 N 次本原单位根.

令 N = 2p2, ω2p2 = exp(2πi/N) 为 N 次本原单位根. 定义

βt =
∑

i∈D
(2p2)
t

ωi
2p2 , γt =

∑
i∈2D

(p2)
t

ωi
2p2 ,

ηt =
∑

i∈pD
(2p)
t

ωi
2p2 , σt =

∑
i∈2pD

(p)
t

ωi
2p2 .

这里 t = 0, 1. 由于 ω2p2 为 2p2 次单位根, 易知 ω2p

2p2
为 p 次单位根, ω2

2p2 为 p2 次单位根, ωp

2p2
为 2p 次

单位根, 分别记为 ωp, ωp2 和 ω2p. 记 σ0 和 σ1 是 Zp 上的 “高斯周期”, 下面的引理给出了它们的值.

引理 10 [21] 令符号定义如上, 则

σ0 =

{
−1+

√
p

2
, 若 p ≡ 1 mod 4;

−1−√
p

2
, 若 p ≡ 3 mod 4,

和

σ1 = −1− σ0.

引理 11 [9] 令符号定义如上, 则
γ0 = γ1 = 0.

当 i = 0, 1 时, 我们需要确定 ηi 和 βi 的值. 由于 p 为奇素数, 由中国剩余定理可知, Z2p 与 Z∗
2 × Z∗

p

是同构的. 于是, 定义同构映射如下
f : Z∗

2p → Z∗
2 × Z∗

p

(p+ 1)b+ pa 7→ (a, b).

因此,
D

(2p)
0 ↔ {1} ×D

(p)
0 , D

(2p)
1 ↔ {1} ×D

(p)
1 .

进而,

η0 =
∑

i∈pD
(2p)
0

ωi
2p2 =

∑
i∈D

(2p)
0

ωi
2p =

∑
b∈D

(p)
0

ω
(p+1)b+p
2p = −

∑
b∈D

(p)
0

ω
(p+1)b
2p = −

∑
b∈D

(p)
0

ω
(p+1)

2
b

p .

由引理 2, 若 p ≡ ±1 mod 8, 则 2 ∈ D
(p)
0 . 因此, p+1

2
= 2−1 mod p ∈ D

(p)
0 , 所以 η0 = −

∑
b∈D

(p)
0

ωb
p =

−σ0. 类似地, 若 p ≡ ±1 mod 8, 则 η1 = −σ1.

若 p ≡ ±3 mod 8, 则 2 ∈ D
(p)
1 . 因此, p+1

2
= 2−1 mod p ∈ D

(p)
1 , 所以 η0 = −

∑
b∈D

(p)
1

ωb
p = −σ1.

类似地, 若 p ≡ ±3 mod 8, 则 η1 = −σ0.

可用类似的方法计算 β0 和 β1. 再次利用中国剩余定理, 可知 Z2p2 与 Z2 × Zp 同构. 定义同构映射
如下

f : Z∗
2p2 → Z∗

2 × Z∗
p2

(p2 + 1)b+ p2a 7→ (a, b).

因此,
D

(2p2)
0 ↔ {1} ×D

(p2)
0 , D

(2p2)
1 ↔ {1} ×D

(p2)
1 .
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进而,

β0 =
∑

i∈D
(2p2)
0

ωi
2p2 =

∑
b∈D

(p2)
0

ω
(p2+1)b+p2

2p2
= −

∑
b∈D

(p2)
0

ω
(p2+1)b

2p2
= −

∑
b∈D

(p2)
0

ω
( p2+1

2
)b

p2
.

由引理 2, 若 p ≡ ±1 mod 8, 则 p2+1
2

∈ D
(p2)
0 , 且

β0 = −
∑

b∈D
(p2)
0

ωb
p2 = −γ0.

类似地, 若 p ≡ ±1 mod 8, 则 β1 = −γ1.
若 p ≡ ±3 mod 8, 则 p2+1

2
∈ D

(p2)
1 , 且

β0 = −
∑

b∈D
(p2)
1

ωb
p2 = −γ1.

类似地, 若 p ≡ ±3 mod 8, 则 β1 = −γ0. 综上所述, 我们有以下引理.
引理 12 令符号定义如上, 则有

η0 =

{
−σ0, 若 p ≡ ±1 mod 8;

−σ1, 若 p ≡ ±3 mod 8,

η1 =

{
−σ1, 若 p ≡ ±1 mod 8;

−σ0, 若 p ≡ ±3 mod 8,

和

β0 = β1 = 0.

引理 13 沿用与前面相同的符号, 若 p ≡ ±1 mod 8, 则有

S(ωt
2p2) =



p2, 若 t ∈ {0};
1, 若 t ∈ {p2} ∪ Z∗

2p2 ;

1 + 2σ1, 若 t ∈ 2D
(p2)
0 ;

1 + 2σ0, 若 t ∈ 2D
(p2)
1 ;

1, 若 t ∈ pZ∗
2p;

p+ 2pσ1, 若 t ∈ 2pD
(p)
0 ;

p+ 2pσ0, 若 t ∈ 2pD
(p)
1 ,

这里 S(·) 为式(1)定义的序列所对应的序列多项式.

证明: 我们将引理 13的证明分为以下几种情形.
(i) 若 t = 0, 则

S(ωt
2p2) = S(1) =

∑
i∈C1

1 = p2.

(ii) 若 t = p2, 则

S(ωt
2p2) = S(1) +

∑
i∈D

(2p2)
1

ωip2

2p2
+

∑
i∈2D

(p2)
1

ωip2

2p2
+

∑
i∈pD

(2p)
1

ωip2

2p2
+

∑
i∈2pD

(p)
1

ωip2

2p2
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= 1− p(p− 1)

2
+

p(p− 1)

2
− (p− 1)

2
+

(p− 1)

2

= 1.

(iii) 若 t ∈ D
(2p2)
0 , 由引理 1容易验证 tD

(2p2)
1 mod 2p2 = D

(2p2)
1 , tD

(p2)
1 mod p2 = D

(p2)
1 ,

tD
(2p)
1 mod 2p = D

(2p)
1 , tD(p)

1 mod p = D
(p)
1 . 于是

S(ωt
2p2) = 1 + (

∑
i∈D

(2p2)
1

+
∑

i∈2D
(p2)
1

+
∑

i∈pD
(2p)
1

+
∑

i∈2pD
(p)
1

)ωti
2p2

= 1 + (
∑

i∈D
(2p2)
1

+
∑

i∈2D
(p2)
1

+
∑

i∈pD
(2p)
1

+
∑

i∈2pD
(p)
1

)ωi
2p2

= 1 + β1 + γ1 + η1 + σ1.

由引理 11和引理 12, 有 S(ωt
2p2) = 1 + 0 + 0− σ1 + σ1 = 1.

(iv) 若 t ∈ D
(2p2)
1 , 由引理 1有 tD

(2p2)
1 mod 2p2 = D

(2p2)
0 , tD(p2)

1 mod p2 = D
(p2)
0 , tD(2p)

1 mod 2p =

D
(2p)
0 , tD(p)

1 mod p = D
(p)
0 . 于是

S(ωt
2p2) = 1 + (

∑
i∈D

(2p2)
1

+
∑

i∈2D
(p2)
1

+
∑

i∈pD
(2p)
1

+
∑

i∈2pD
(p)
1

)ωti
2p2

= 1 + (
∑

i∈D
(2p2)
0

+
∑

i∈2D
(p2)
0

+
∑

i∈pD
(2p)
0

+
∑

i∈2pD
(p)
0

)ωi
2p2

= 1 + β0 + γ0 + η0 + σ0.

由引理 11和引理 12, 有 S(ωt
2p2) = 1 + 0 + 0− σ0 + σ0 = 1.

(v) 若 t ∈ 2D
(p2)
0 , 由引理 1和引理 2有 tD

(2p2)
1 mod p2 = 2D

(p2)
1 , t2D

(p2)
1 mod p2 = 2D

(p2)
1 ,

tpD
(2p)
1 mod p = 2pD

(p)
1 , t2pD(p)

1 mod p = 2pD
(p)
1 . 于是

S(ωt
2p2) = 1 + (

∑
i∈D

(2p2)
1

+
∑

i∈2D
(p2)
1

+
∑

i∈pD
(2p)
1

+
∑

i∈2pD
(p)
1

)ωti
2p2

= 1 + (2
∑

i∈2D
(p2)
1

+2
∑

i∈2pD
(p)
1

)ωi
2p2

= 1 + 2γ1 + 2σ1.

由引理 11, 有
S(ωt

2p2) = 1 + 2σ1.

(vi) 若 t ∈ 2D
(p2)
1 , 由引理 1和引理 2有 tD

(2p2)
1 mod p2 = 2D

(p2)
0 , t2D

(p2)
1 mod p2 = 2D

(p2)
0 ,

tpD
(2p)
1 mod p = 2pD

(p)
0 , t2pD(p)

1 mod p = 2pD
(p)
0 . 于是

S(ωt
2p2) = 1 + (

∑
i∈D

(2p2)
1

+
∑

i∈2D
(p2)
1

+
∑

i∈pD
(2p)
1

+
∑

i∈2pD
(p)
1

)ωti
2p2

= 1 + (2
∑

i∈2D
(p2)
0

+2
∑

i∈2pD
(p)
0

)ωi
2p2
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= 1 + 2γ0 + 2σ0.

由引理 11, 有
S(ωt

2p2) = 1 + 2σ0.

(vii) 若 t ∈ pD
(2p)
0 , 由引理 1有 tD

(2p2)
1 mod 2p = pD

(2p)
1 , |D(2p2)

1 | = p|D(2p)
1 |, t2D

(p2)
1 mod p =

2pD
(p)
1 , |D(p2)

1 | = p|D(p)
1 |. 于是

S(ωt
2p2) = 1 + (

∑
i∈D

(2p2)
1

+
∑

i∈2D
(p2)
1

+
∑

i∈pD
(2p)
1

+
∑

i∈2pD
(p)
1

)ωti
2p2

= 1 + p
∑

i∈D
(2p)
1

ωi
2p + p

∑
i∈D

(p)
1

ωi
p

= 1 + pη1 + pσ1.

由引理 12, 有
S(ωt

2p2) = 1− pσ1 + pσ1 = 1.

(viii) 若 t ∈ pD
(2p)
1 , 由引理 1有 tD

(2p2)
1 mod 2p = pD

(2p)
0 , |D(2p2)

0 | = p|D(2p)
0 |, t2D

(p2)
1 mod p =

2pD
(p)
0 , |D(p2)

0 | = p|D(p)
0 |. 于是

S(ωt
2p2) = 1 + (

∑
i∈D

(2p2)
1

+
∑

i∈2D
(p2)
1

+
∑

i∈pD
(2p)
1

+
∑

i∈2pD
(p)
1

)ωti
2p2

= 1 + p
∑

i∈D
(2p)
0

ωi
2p + p

∑
i∈D

(p)
0

ωi
p

= 1 + pη0 + pσ0.

由引理 12, 有
S(ωt

2p2) = 1− pσ0 + pσ0 = 1.

(ix) 若 t ∈ 2pD
(p)
0 , 由引理 1和引理 2有 tD

(2p2)
1 mod p = 2pD

(p)
1 , t2D

(p2)
1 mod p = 2pD

(p)
1 . 记

|D(2p2)
1 | = p|D(p)

1 | and |D(p2)
1 | = p|D(p)

1 |. 于是

S(ωt
2p2) = 1 + (

∑
i∈D

(2p2)
1

+
∑

i∈2D
(p2)
1

+
∑

i∈pD
(2p)
1

+
∑

i∈2pD
(p)
1

)ωti
2p2

= 1 + p
∑

i∈2pD
(p)
1

ωi
2p2 + p

∑
i∈2pD

(p)
1

ωi
2p2 +

∑
i∈D

(2p)
1

1 +
∑

i∈2D
(p)
1

1

= p+ 2p
∑

i∈2pD
(p)
1

ωi
2p2

= p+ 2p
∑

i∈D
(p)
1

ωi
p

= p+ 2pσ1.

(x) 若 t ∈ 2pD
(p)
1 , 由引理 1和引理 2有 tD

(2p2)
1 mod p = 2pD

(p)
0 , t2D

(p2)
1 mod p = 2pD

(p)
0 . 记
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|D(2p2)
1 | = p|D(p)

0 | 和 |D(p2)
1 | = p|D(p)

0 |, 则有

S(ωt
2p2) = 1 + (

∑
i∈D

(2p2)
1

+
∑

i∈2D
(p2)
1

+
∑

i∈pD
(2p)
1

+
∑

i∈2pD
(p)
1

)ωti
2p2

= 1 +
∑

i∈2pD
(p2)
0

ωi
2p2 +

∑
i∈2pD

(p2)
0

ωi
2p2 +

∑
i∈D

(2p)
0

1 +
∑

i∈2D
(p)
0

1

= p+ 2p
∑

i∈2pD
(p)
0

ωi
2p2

= p+ 2p
∑

i∈D
(p)
0

ωi
p

= p+ 2pσ0.

综合上述情形, 得证.

引理 14 沿用与前面相同的符号, 若 p ≡ ±3 mod 8, 则有

S(ωt
2p2) =



p2, 若 t ∈ {0};
1, 若 t ∈ {p2};
−2σ0, 若 t ∈ D

(2p2)
0 ;

−2σ1, 若 t ∈ D
(2p2)
1 ;

1 + 2σ0, 若 t ∈ 2D
(p2)
0 ;

1 + 2σ1, 若 t ∈ 2D
(p2)
1 ;

−2pσ0 − p+ 1, 若 t ∈ pD
(2p)
0 ;

−2pσ1 − p+ 1, 若 t ∈ pD
(2p)
1 ;

p+ 2pσ0, 若 t ∈ 2pD
(p)
0 ;

p+ 2pσ1, 若 t ∈ 2pD
(p)
1 .

证明: 由于该证明与引理 13的证明类似, 故省略.

定理 1 设 s 是定义在式(1)中的周期为 N = 2p2(p > 3) 的广义分圆二元序列. 若 p ≡ ±1 mod 8, 则
序列 s 的 2-adic 复杂度为

ϕ2(s) = 2p2.

若 p ≡ ±3 mod 8 以及 p ̸≡ 5 mod 24, 则序列 s 的 2-adic 复杂度下界为

ϕ2(s) ≥ p2.

若 p ≡ 5 mod 24, 则序列 s 的 2-adic 复杂度下界为

ϕ2(s) ≥ p2 + 1.

此外, 若 p ≡ 11 mod 24, 则序列 s 的 2-adic 复杂度可以达到最大值.

证明: 根据 p 的取值, 下面分两种情况进行讨论.
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情形 1: 若 p ≡ ±1 mod 8, 由引理 8和引理 13, 可得

det(A) =

n−1∏
t=0

S(ωt
2p2)

=
∏

t∈{0,p2}

S(ωt
2p2)

∏
t∈D

(2p2)
0

S(ωt
2p2)

∏
t∈D

(2p2)
1

S(ωt
2p2)×

∏
t∈2D

(p2)
0

S(ωt
2p2)

∏
t∈2D

(p2)
1

S(ωt
2p2)

∏
t∈pD

(2p)
0

S(ωt
2p2)

×
∏

t∈pD
(2p)
1

S(ωt
2p2)

∏
t∈2pD

(p)
0

S(ωt
2p2)

∏
t∈2pD

(p)
1

S(ωt
2p2)

= p2[(1 + 2σ0)(1 + 2σ1)]
p(p−1)

2 [(p+ 2pσ0)(p+ 2pσ1)]
p−1
2

= p2(−p)
p(p−1)

2 (p3)
p−1
2 .

又 22p
2

− 1 = (2p
2

− 1)(2p
2

+ 1) 和 gcd(2p2 − 1, 2p
2

+ 1) = 1, 可知 gcd(det(A), 22p
2

− 1) =

gcd(det(A), 2p
2

− 1) · gcd(det(A), 2p
2

+ 1).
由于 p 为素数且 p > 3, 可得 2p

2

≡ 2 mod p, 所以 2p
2

+ 1 ≡ 3 mod p. 于是 gcd(p, 2p2 + 1) = 1.
由引理 5, 可知 gcd(det(A), 2p

2

− 1) = 1. 因此

gcd(22p
2

− 1, S(2)) ≤ gcd(det(A), 22p
2

− 1)

= gcd(det(A), 2p
2

− 1) · gcd(det(A), 2p
2

+ 1)

= 1.

进而,

ϕ2(s) =

⌊
log2

22p
2

− 1

gcd(22p2 − 1, S(2))

⌋
= ⌊log2 2

2p2 − 1⌋ = 2p2.

情形 2: 若 p ≡ ±3 mod 8, 由引理 8和引理 14, 可得

det(A) =

n−1∏
t=0

S(ωt
2p2)

=
∏

t∈{0,p2}

S(ωt
2p2)

∏
t∈D

(2p2)
0

S(ωt
2p2)

∏
t∈D

(2p2)
1

S(ωt
2p2)×

∏
t∈2D

(p2)
0

S(ωt
2p2)

∏
t∈2D

(p2)
1

S(ωt
2p2)

∏
t∈pD

(2p)
0

S(ωt
2p2)

×
∏

t∈pD
(2p)
1

S(ωt
2p2)

∏
t∈2pD

(p)
0

S(ωt
2p2)

∏
t∈2pD

(p)
1

S(ωt
2p2)

= p2[(−2σ0)(−2σ1)]
p(p−1)

2 [(1 + 2σ0)(1 + 2σ1)]
p(p−1)

2

× [(−2pσ0 − p+ 1)(−2pσ1 − p+ 1)]
p−1
2 × [(p+ 2pσ0)(p+ 2pσ1)]

p−1
2

= p2(1− p)
p(p−1)

2 p
p(p−1)

2 (1− p3)
p−1
2 (p3)

p−1
2

= p
(p+1)2

2 (p− 1)
p2−1

2 (p2 + p+ 1)
p−1
2 .

由于 p 为素数且 p > 3, 可得 2p
2

≡ 2 mod p, 所以 2p
2

+ 1 ≡ 3 mod p. 于是 gcd(p, 2p2 + 1) = 1.
若 p ≡ ±3 mod 8 以及 p ̸≡ 5 mod 24, 由引理 5, 引理 6和引理 7, 可知 gcd(det(A), 2p

2

− 1) = 1. 因
此,

gcd(22p
2

− 1, S(2)) ≤ gcd(det(A), 22p
2

− 1)
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= gcd(det(A), 2p
2

− 1) · gcd(det(A), 2p
2

+ 1)

≤ gcd(det(A), 2p
2

+ 1).

进而,

ϕ2(s) =

⌊
log2

22p
2

− 1

gcd(22p2 − 1, S(2))

⌋
≥ ⌊log2(2

p2 − 1)⌋ = p2.

若 p ≡ 5 mod 24, 则 p ≡ 2 mod 3. 由引理 5, 引理 6和引理 7, 可知 gcd(det(A), 2p
2

+ 1) = 1. 因此,

gcd(22p
2

− 1, S(2)) ≤ gcd(det(A), 22p
2

− 1)

= gcd(det(A), 2p
2

− 1) · gcd(det(A), 2p
2

+ 1)

≤ gcd(det(A), 2p
2

− 1).

进而,

ϕ2(s) =

⌊
log2

22p
2

− 1

gcd(22p2 − 1, S(2))

⌋
≥ ⌊log2(2

p2 + 1)⌋ = p2 + 1.

若 p ≡ 11 mod 24, 则由中国剩余定理可知, p ≡ 3 mod 8 和 p ≡ 2 mod 3. 再由引理 7 (ii) 中的证明
可知, 3 不可能是 p2 + p+ 1 的因子. 于是, 由引理 6和引理 7, 可得 gcd(det(A), 2p

2

± 1) = 1. 因此,

ϕ2(s) =

⌊
log2

22p
2

− 1

gcd(22p2 − 1, S(2))

⌋
= ⌊log2(2

2p2 − 1)⌋ = 2p2.

4 结论

本文研究了一类具有高线性复杂度的二元广义分圆序列的 2-adic 复杂度. 利用 Xiong 等 [8] 给出的

计算方法以及数论相关知识, 证明了在一些条件下, 此类序列的 2-adic 复杂度可以达到最大. 我们的结果
表明了此类序列的 2-adic 复杂度不小于其周期的一半, 即此类序列同时具有高的 2-adic 复杂度. 因此, 可
以有效抵抗有理逼近算法的攻击.
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